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力学

四分点集中阻尼弦系统本征解的性质

郑罡, 王保權, 王梦丽, 张永顺, 曾广榕
(重庆交通大学省部共建山区桥梁及隧道工程国家重点实验室, 重庆 400074)

摘　 要　 带有集中阻尼的张紧弦系统在力学模型上属于混杂动力学系统,通常采用近似方法求解本征值以满足工程应用需

求,为进一步明确该类系统的振动特性,有必要从解析角度探讨其本征问题。 针对四分点集中阻尼弦系统,推导并化简其频

率方程的代数形式,求得代数方程的解,经过换元逆过程,获得原频率方程的所有闭合解。 发现闭合解共存在 3 组,其中两组

互为共轭,根据代数基本定理讨论闭合解的结构。 结果表明:系统存在两种相同的运动特征,其单位时间对数衰减率相同,频
率互为相反数;系统中 3 个解支对应的单位时间对数衰减率和频率,总是随着阶次的增加而呈周期循环的;在同一解支下的

各单值分支也呈周期性循环,即随着阶次的增加,其对应频率增加 4π 的整数倍,而单位时间对数衰减率保持不变。 综上可

知,集中阻尼弦系统的运动特性总是随着阶次的增加而重复变化,且变化周期与阻尼安装位置相关。
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Properties of the Intrinsic Solution of a Four-point
Centrally Damped String System

ZHENG Gang, WANG Bao-quan, WANG Meng-li, ZHANG Yong-shun, ZENG Guang-rong
(State Key Laboratory of Mountain Bridge and Tunnel Engineering, Chongqing Jiaotong University, Chongqing 400074, China)

[Abstract]　 The tensioned string system with concentrated damping belongs to the hybrid dynamical system in the mechanical model, and
the approximation method is usually used to solve the eigen values to meet the needs of engineering applications. In order to further clarify the
vibration characteristics of this type of system, it is necessary to explore its eigen problems from the analytical point of view. For a four-point
centrally damped string system, the algebraic form of its frequency equation was derived and simplified, the solution of the algebraic equation
was obtained, and all the closed solutions of the original frequency equation were obtained after the commutative inverse process. The struc-
ture of the closed solutions of the system was discussed according to the fundamental theorem of algebra. It is found that there exist three sets
of closed solutions in total, two of which are conjugate to each other. The structure of the closed solutions was discussed according to the fun-
damental theorem of algebra. The results show that the system has two identical motion characteristics, the logarithmic attenuation rate per
unit time is the same, and the frequencies are opposite to each other. The logarithmic attenuation rate and frequency per unit time corre-
sponding to the three de expenditures in the system always cycle periodically with the increase of order. Each single-valued branch under the
same debranching also shows a periodic cycle, that is, with the increase of order, its corresponding frequency increases by an integer multiple
of 4π, while the logarithmic attenuation rate per unit time remains unchanged. Based on the above, it can be concluded that the motion char-
acteristics of the centralized damping chord system always change repeatedly with the increase of order, and the change period is related to
the damping installation position.
[Keywords]　 taut string; eigenvalue; concentrated damping; eigenfunction; nonclassical linear system

　 　 对于非经典线性系统的振动分析,目前仍有许

多问题。 例如,对于一般线性阻尼系统求解问题,
若采用拉氏变换法,其应用上要涉及非线性特征值

计算,当对复杂系统分析时存在一定困难[1-4]。 对

于上述一系列相关问题目前尚无充分的研究。 为

更好解决此类问题,选择拉索-阻尼系统作为研究对
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象,引入各种假设,将拉索-阻尼系统简化为带有集

中阻尼的张紧弦[5-7],简称集中阻尼弦,再利用数值

方法讨论其振动特性,其在工程中得到广泛应用。
文献[8]利用数值方法,设置多个阻尼器控制斜拉

索的振动问题。 文献[9]考虑了拉索弯曲刚度对阻

尼器性能的影响。 近年来,随着学者们对于集中阻

尼弦系统的研究越来越深入,为了简化计算,在已

建立的阻尼器设计理论中引入一些假定条件,从而

建立多种简化理论模型,进行理论分析[10-14]。 现

今,集中阻尼弦系统振动问题已通过理论分析和有

限元法等方法被大量研究[15-17]。
对于集中阻尼弦系统的研究,文献[18]对涡轮

机拉索减振技术的研究,采用单阻尼弦动力学方程

的分区段列式,在近似条件下对方程求解。 文

献[19]引入狄拉克函数,实现动力学方程的全区段

列式,并采用数值方法对其进行求解。 文献[20]在
动力学方程的全区段列式基础上分段求解,首次用

解析方法得到频率方程的超越函数形式,但其仍用

数值方法得到频率方程的解。 文献[21]采用分区

段形式的动力学方程,得到与文献[20]本质上一致

的频率方程,同样用数值方法讨论系统的动力特

性。 由于频率方程是超越函数形式,一般无法求

解,故上述文献均采用数值方法求解频率方程。 文

献[22]同样引入狄拉克函数,并且导出了另一种形

式的频率方程,其本质上与文献[20]和文献[21]一
致,在阻尼位于二分点(中点)的情况下,求得频率

方程解析解,并讨论其若干性质。 文献[23]则在阻

尼位于三分点的情况下同样解得频率方程的闭合

解,并分析其相对于二分点集中阻尼弦出现的若干

新特性。 作者在上述关于集中阻尼弦系统的研究

中发现,当阻尼位于上述各分位点时,系统的解支

呈现出一种周期排列的现象,这一现象会有助于更

深入了解集中阻尼弦系统的振动问题。
为进一步明确集中阻尼弦系统振动特性,完善

拉索阻尼系统的理论方法,进而更好地满足工程运

用需求,以四分点集中阻尼弦系统为研究对象,求
解本征问题。 将频率方程换元为代数函数形式并

求解,分析其本征解和本征函数的性质,讨论频率

方程本征解各解支之间的关系和各解支下单值分

支之间的关系,并分析系统各解支之间的循环特

性,解得到各解支下单值分支之间的循环周期。

1　 问题的提出

单集中阻尼的张紧弦系统如图 1[19]所示,该张紧

弦具有单位长度 l、单位分布质量密度 m 和单位张力

T,x、xc和 c 分别为位置坐标、阻尼位置和阻尼系数。

图 1　 带集中黏性阻尼的张紧弦[19]

Fig. 1　 Taut string attached with concentrated viscous damping[19]

文献[20]给出了该拉索-阻尼系统无量纲化后

的阻尼弦运动方程,可表示为

- ∂2w(x, t)
∂x2

+ ∂2w(x, t)
∂t2

= - ∂w(x, t)
∂t cδ(x - xc)

(1)
式(1)中:w(x, t)和 δ(x - xc)分别为挠曲函数、狄
拉克函数,并且 0 < xc < 1;t 为时间坐标。

设阻尼系统的解可表达为

w(x, t) = φ(x)ept (2)
式(2)中:p 为 w( x, t)的复本征值,p = σ + jω,其
中,σ 为本征值的实部,ω 为本征值的虚部,j 为虚数

单位;φ ( x) 为 w ( x, t) 的复本征函数, φ ( x) =
φR(x) + jφI(x),其中,φR ( x) 为本征函数的实部,
φI(x)为本征函数的虚部。

文献[22]将式(1)的本征解分为两类:Ⅰ类本

征解和Ⅱ类本征解,Ⅱ类本征解对应于阻尼位置处

为本征函数驻点的情况,此时弦做无衰减振动,因
Ⅱ类本征解对应于弦做无衰减振动,这种解是常规

的,对此不展开讨论,重点讨论四分点集中阻尼弦

Ⅰ类本征解及其性质。

2　 本征解

Ⅰ类本征解对应于阻尼位置处不出现本征函

数驻点的情况,其频率方程为[22]

sinh[p(1 - xc)]sinh(pxc)
sinhp = - 1

c (3)

式(3)中:p 为本征值。
对一个阻尼(器)位置确定的集中阻尼弦系统,其

无穷多个本征值,因其根据代数方程的根进行的分组,
故将其称为解分支,简称解支,记为 p( i ),上标 i 表示第

i 支解;一个解支下存在无数单值分支,记为 p(i)
s 。

在四分点阻尼的情形下,即 xc = 1
4 时,频率方

程可变形为

csinh 3
4 p( )sinh 1

4 p( ) + sinhp = 0 (4)

利用双曲函数的倍角公式展开并化简式(4),
得到方程为

tanh3 p
4( ) + 4

c tanh2 p
4( ) + 3tanh p

4( ) + 4
c = 0

(5)
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式(5)是关于 tanh( p
4 )的三次方程,求解该三

次方程,再经过反双曲函数计算,得到频率方程闭

合解的对数表达式为

p(1) = 2ln
1 - 4

3c + a + b

1 + 4
3c - a - b( ) (6)

p(2) = 2ln
1 - 4

3c + - 1 + 3j
2 a - 1 + 3j

2 b

1 + 4
3c - - 1 + 3j

2 a + 1 + 3j
2 b

( )
(7)

p(3) = 2ln
1 - 4

3c - 1 + 3j
2 a + - 1 + 3j

2 b

1 + 4
3c + 1 + 3j

2 a + 1 - 3j
2 b

( )
(8)

式中:j 为虚数单位;

a =
3

- 64
27c3

+ 64
27c3( )

2
+ 1 - 16

9c2( )
3
;

b =
3

- 64
27c3

- 64
27c3( )

2
+ 1 - 16

9c2( )
3
。

根据对数函数的多值特性,本征值 p( i ) 的复数

表达式为

p(1) =

2 ln
1 - 4

3c + a + b

1 + 4
3c - a - b

+ j2sπ( ), c > 2

2 ln
1 - 4

3c + a + b

1 + 4
3c - a - b

+ j(2s + 1)π( ),　 0 < c < 2

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(9)

p(2) =2 ( ln 1 - 4
3c + - 1 + 3j

2 a - 1 + 3j
2 b

1 + 4
3c - - 1 + 3j

2 a + 1 + 3j
2 b

+

j
ì

î

í

ïï

ïï
tan-1

é

ë

ê
ê
ê

- 2b - 2 ( 4
3c + 1

2 a + 1
2 b )a

1 - ( 4
3c + 1

2 a + 1
2 b )

2

+ 3
4 (a2 - b2)

ù

û

ú
ú
ú
+

2sπ
ü

þ

ý

ïï

ïï ) (10)

p(3) = 2 ( ln 1 - 4
3c - 1 + 3j

2 a + - 1 + 3j
2 b

1 + 4
3c + 1 + 3j

2 a + 1 - 3j
2 b

-

j
ì

î

í

ïï

ïï
tan-1

- 2b - 2 4
3c + 1

2 a + 1
2 b( )a

1 - 4
3c + 1

2 a + 1
2 b( )

2
+ 3

4 (a2 - b2)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

+

2sπ
ü

þ

ý

ïï

ïï ) (11)

式中:s = 0, ± 1, ± 2,…。
应注意到式(6),当 c = 2 时,代数方程实根的

值为 - 1,则实根对应的本征值 p(1)对数函数内分式

等于 0,此时对数函数趋于负无穷;由于本征值 p(2)

和 p(3) 互为共轭,两者实部相等,故仅讨论本征值

p(2)的实部,注意到式(7)为连续函数,对其求导,得
到当 c 取 cω时实部取得极大值。 由此,可将阻尼 c
分为(0, cω)、( cω, 2)和(2, + ∞ )区间进行分析。
已知本征值 p 可表示为复数形式 p = σ + jω,其中 j
为虚数单位,将本征值的实部记为 σ,则 - σ 表示系

统单位时间对数衰减率,为方便描述,统一称为衰

减率;其虚部记为 ω,表示系统圆频率,简称为频率。
从衰减率和频率两方面讨论本征值的性质。
2. 1　 衰减率

根据本征值复数表达式[式(9) ~ 式(11)]的

实部,得到衰减率随阻尼变化曲线(图 2)。
由图 2 可知,对于任意阻尼 c,系统均存在 3 个

衰减率,其中衰减率 - σ(2) 和 - σ(3) 相等。 当阻尼 c
取在(0, cω)区间时,系统衰减率总是单调递增的;
当阻尼 c 取在(cω, 2)区间时,衰减率 - σ(1)依然呈

图 2　 衰减率随阻尼变化曲线

Fig. 2　 Variation curve of attenuation rate with
damping attenuation

50482024,24(20) 郑罡,等:四分点集中阻尼弦系统本征解的性质
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单调递增,而衰减率 -σ(2)和 -σ(3)呈单调递减,且当

阻尼 c 取 cω时衰减率 - σ(2) 和 - σ(3) 达到最大值;当
阻尼 c 取在(cω, +∞ )区间时,系统衰减率总是呈单

调递减,当 c 取 2 时,衰减率 -σ(1)趋于无穷大。
以上分析表明,当阻尼 c 取 cω时,所得衰减率

- σ(2)和 - σ(3) 为本征值 p(2) 和 p(3) 的最优衰减率;
当阻尼 c 取 2 时,本征值 p(1)对应的衰减率 - σ(1)趋

于无穷大,表明系统运动被完全抑制。
2. 2　 频率

根据本征值复数表达式[式(9) ~ 式(11)]的

虚部,得到各阶频率 ωk随阻尼变化曲线(图 3)。
由图 3 可知,当阻尼 c 取(2, + ∞ )区间时,频

率 ω0
(1)出现严格为 0 的情况,且不受阻尼影响,系

统的频率为 0,表明系统的 0 阶运动无振荡特性。
除 0 阶外,系统还有无穷多阶本征值,且同一解支对

应的各阶本征值的虚部 ω 的差值为 2π 的整数倍;
当阻尼 c 取(0, 2)区间时,ω(1) 所对应的各阶频率

均为 2π 的整数倍,且在 c = 2 时频率出现跳跃。 频

率 ω(2)和 ω(3)关于 ω = 0 对称,且频率随阻尼变化。
注意到,第 1、2、7、8…阶频率在各区间保持不

变;第 5、6、11、12…阶频率从阻尼 c 在(0, 2)区间向

区间(2, + ∞ )变化时,频率会降低 2 阶次,此时需

要注意的是,阶次虽发生跳跃,但频率是随阻尼连

续变化的,其对应的本征函数也是随阻尼连续变化。
根据上述分析知,四分点阻尼弦系统在任意区

间都存在频率随阻尼变化的情况。 在阻尼区间(2,
+ ∞ ),两共轭的本征值所对应的系统频率虽由阻

尼决定,但其对阻尼的导数为零。

图 3　 频率随阻尼变化曲线

Fig. 3　 Variation curve of frequency with damping

3　 解的关系

根据上述研究可知,解与解之间的关系问题实

际上可分为解支之间的关系与同一解支下各单值

分支之间的关系。 分别从这两方面分析解之间的

关系,并从中获得衰减率和频率的结构性性质。
3. 1　 同一解支内单值分支的关系

根据对数函数的多值特性,对于任意非零复数

的无穷多个对数,其实部相同,任意两个对数的虚

部相差 2π 的整数倍,根据此特性,针对四分点集中

阻尼弦系,分别从本征值 p( i)
s 的实部和虚部,即衰减

率和频率两方面,分析两者的性质,从而获得同一

解支下各单值分支之间的关系。
由图 4 可知,同一解支下的本征值(即 i 相同

时),其衰减率总是不变的,即同一解支下不同阶的

单值分支共享相同的衰减率。 当系统第 k1 阶和第

k2阶本征值同属于第 i 个解支时(k1 > k2),两者单位

时间对数衰减率相等,经过相同时间 Δt 时,两阶模

态的位移响应幅值均按指数项 e - σΔt衰减,故两阶模

态的幅值衰减速度相等。 同时注意到,同一解支中

任何两个相邻的解共享相同的频率差 4π,即同一解

支中各阶频率构成公差为 4π 的等差数列。
根据上述分析知,同一解支内,随着阶次的增加,

其对应频率增加 4π 的整数倍,而衰减率保持不变,即
同一解支内的单值分支,随着阶次的增长具有循环性。

图 4　 衰减率随频率阶次变化图

Fig. 4　 Variation chart of attenuation rate as a
function of frequency order

3. 2　 解支之间的关系

由式(9) ~ 式(11)可知,每一解支下的单值分

支都是以 4π 为周期“循环”。 根据复变对数函数的

多值特性,相对于本周期来说,其余周期内的本征

值单值分支的衰减率均与前者一致,后者频率则平

移了 4π 的整数倍,这意味着各个周期内的频率和

衰减特性是“复制”和“粘贴”关系,故解支的循环,
亦代表了性质的循环。

4　 本征函数

将式(2)代入式(1),整理可得系统特征函数需

6048
科　 学　 技　 术　 与　 工　 程

Science Technology and Engineering 2024,24(20)



投稿网址:www. stae. com. cn

满足的常微分方程。
- φ″(x) + p2φ(x) = - pφ(x)cδ(x - xc) (12)
在零边界条件下求解方程式(12)即可求得系

统的本征函数 φk(x), 可表示为

φk(x) = - c { sinh[pk(1 - xc)]sinhpkx
sinhpk

-

μ(x - xc)sinh[pk(x - xc)] } (13)

式(13)中:k 为特征函数的阶次,k 是正整数;pk为第

k 阶特征值,需通过系统的复特征方程解得; μ(x -
xc) 为单位阶跃函数。

将 xc =
1
4 代入本征函数式[式(13)]中,并化简

为分段函数。

φ(x) =
sinhpx, x ≤ 1

4

Asinh[p(1 - x)], x > 1
4

ì

î

í

ï
ï

ïï

(14)

式(14)中:复系数 A =
sinh p

4

sinh 3p
4

。

由于本征值 p(1)的频率在阻尼 c 取 2 时出现跳

跃,故分两个区间(2, + ∞ )和(0, 2)讨论本征值

p(1)对应的本征函数 φ(1)(x)。
本征函数 φ(1)

k (x)在阻尼 c 大于 2 时,由于本征

值 p(1) 存在频率严格为 0 的情况,故此时具有 0 阶

本征函数 φ(1)
0 (x),其为实双曲正弦函数,可表示为

φ(1)
0 (x) =

sinhσx, x ≤ 1
4

A1sinh[σ(1 - x)], x > 1
4

ì

î

í

ï
ï

ïï

(15)

式(15)中:常系数 A1 =
sinh σ

4

sinh 3σ
4

。

系统除 0 阶本征函数外还存在 1 阶及以上无穷

多阶本征函数,将本征值代入本征函数分段表达式

[式(13)]中可得复本征函数为

φ(1)
k =

sinh(σx)cos(ωkx) +

　 　 jcosh(σx)sinωkx,　 　 　 　 　 　 　 　 x ≤ 1
4

A{sinh[σ(1 - x)]cos[ωk(1 - x)] +

　 　 jcosh[σ(1 - x)]sin[ωk(1 - x)], 　 x > 1
4

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(16)

式(16)中:复系数 A =
sinh

σ + jωk

4

sinh
3(σ + jωk)

4

。

在阻尼 c 位于(0, 2)区间存区间,系统不存在 0
阶本征函数,但存在 1 阶及以上无穷多阶本征函数。
由复本征函数表达式(16)可得

φ(1)
1 =

sinh(σx)cos(ω1x) +

　 　 jcosh(σx)sinω1x, x ≤ 1
4

A{sinh[σ(1 - x)]cos[ω1(1 - x)] +

　 　 jcosh[σ(1 - x)]sin[ω1(1 - x)]},　 x > 1
4

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(17)
由于本征值 p(2)和 p(3)互为共轭,两者本征函数

本质上一致,故本文仅讨论本征值 p(2) 对应的本征

函数 φ(2)(x)。 又有系统存在 1 阶及以上无穷多阶

本征函数,由复本征函数表达式(16)可得

φ(2)
1 =

sinh(σx)cos(ω1x) +

　 　 jcosh(σx)sin(ω1x),　 　 　 　 　 　 　 x ≤ 1
4

A{sinh[σ(1 - x)]cos[ω1(1 - x)] +

　 　 jcosh[σ(1 - x)]sin[ω1(1 - x)], x > 1
4

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

(18)
由本征函数 φ(2)

1 ( x)与本征函数 φ(1)
1 ( x)两式

相比,两者在形状变化上有很大不同,前者的形状

在整个阻尼区间的变化幅度都不大,仅在小阻尼区

间,当阻尼正向趋近于 0 时,虚部的形状从不连续变

成连续;而后者的形状在整个阻尼区间变化都很明

显,并且无论阻尼趋近于正无穷还是 0,其实、虚部

的形状都是不连续的。

5　 结论

将四分点单集中阻尼弦系统的阻尼位置参数

带入频率方程一般式中,将频率方程化简为三次代

数方程,获得原频率方程本征解,对本征解的结构

与性质进行讨论,分析了集中阻尼弦系统解支之间

的周期性,得出如下结论。
(1)系统频率方程存在一组共轭解支,其对应

的衰减率相等,频率相反,即两解支对应的系统运

动特征相同。
(2)各单值分支对应的频率以 4π 为周期进行

“循环”。 其一个周期内包含系统的三个衰减率和

频率,且系统衰减率和频率总是随着周期循环而重

复出现的。 即系统的运动特性总是随着阶次的增

加而重复变化。
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(3)同一解支下的本征值,其衰减率总是不变

的,相邻的频率差为 4π,即同一解支下不同阶的单

值分支共享相同的衰减率,各阶频率构成公差为 4π
的等差数列。

从纯解析角度探讨了四分跨集中阻尼弦系统

的振动特性,可为后续拉索阻尼系统的工程运用提

供参考价值。 然而,现有的研究进展仍是欠缺的,
还需根据初始条件确定本征函数叠加时的待定系

数,此问题将在后续论文中研讨。
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